Cadre : On appelle suite numérique toute suite a valeurs dans K = R ou
C. Soit (un)nen une telle suite.

I Suites numériques et convergence

1) Limite d’une suite

Définition 1. On dit que (u,) converge vers une limite ¢ € K lorsque :
Ve>0,AINeN, Vn>=N, |u, — ¥ <e

Si (uy,) ne converge pas, on dit qu’elle diverge.

Proposition 2. Si (u,) converge sa limite est unique. On note alors
lim,, oo un = ¢, ou encore u, — L.

Application 3. Une fonction f : K — K est continue si, et seulement
si, pour toute suite (u,) convergeant vers £, (f(uy)) converge vers f(£).
Exemple 4. La fonction x +— sin (%) se prolonge par continuité en 0.
Proposition 5. Toute suite convergente de K est bornée.
Contre-exemple 6. La suite u, = (—1)™ est bornée et ne converge pas.
Proposition 7. Les suites convergente forment un K-espace vectoriel.

Proposition 8. Le produit d’une suite bornée et d’une suite convergeant
vers 0 converge vers (.

sinn
n

Exemple 9. La suite converge vers 0.
On s’intéresse maintenant au cas des suites réelles.

Définition 10. Une suite réelle (u,,) est dite majorée (resp. minorée) s’il
existe M € R tel que u, < M (resp. u, = M) quel que soit n € N.

Proposition 11. Soient (uy,), (vy) et (wy,) trois suites réelles vérifiant :
vVneN, u, <v, < w,
Si (un) et (vyp) convergent vers £, alors (vy,) converge vers £.

Définition 12. Deux suites réelles (u,) et (v,) sont dites adjacentes si
I’une est croissante, 'autre décroissantes, et si lim,, 4o up — v, = 0.

Proposition 13. Deuz suites adjacentes convergent vers la méme limite.

Application 14 (Critére des séries alternées). Soit (a,) une suite d
termes positifs décroissante vers 0. Alors la série Y (—1)"a, converge,
le reste R,, vérifiant R, < ap41.-

2) Valeurs d’adhérence

Définition 15. On dit que a € K est valeur d’adhérence de (u,,) lorsque :
Ve>0,VNeN, In=N, |u, — ¥ <e

Remarque 16. Si (uy,) converge, sa limite est une valeur d’adhérence.

Exemple 17. -1 et 1 sont valeurs d’adhérence de la suite (—1)™.

Définition 18. On appelle suite extraite (ou sous-suite) de (u,,) une suite
de la forme uy,(,,)) ot ¢ : N — N est strictement croissante.

Proposition 19. Toute suite extraite d’une suite convergente converge
vers la méme limite.
Proposition 20. Soit a € K. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) a est valeur d’adhérence de (uy,).
(ii) Il existe une sous-suite de (u,) qui converge vers a.
(iii) Pour tout N €N, a € {u, |n > N}.
(iv) a est point d’accumulation de {un|n = N} ou {n|u, = a} est infini.

L’ensemble des valeurs d’adhérence d’une suite est fermé.
Remarque 21. Siwu, — ¢, £ est l'unique valeur d’adhérence de (uy,).

Exemple 22. La suite u, = cosn admet [—1,1] comme ensemble de
valeurs d’adhérence.

Théoréme 23 (Bolzano-Weierstrass). Toute suite numérique bornée ad-
met une valeur d’adhérence.

Corollaire 24. Une suite réelle est convergente si, et seulement si, elle
est bornée et admet une unique valeur d’adhérence.

Proposition 25. Soit (E,d) un espace métriqgue compact et (up)nen une
suite d’éléments de I telle que lim,,— 1 oo d(tUp, Uun+1) = 0. Alors l’ensemble
des valeurs d’adhérence de (up)nen est conneze.

Application 26. Soient f : [0,1] — [0,1] une fonction continue et
(Tn)nen la suite définie par xg € [0,1] et upt1 = f(uy) pour tout n € N.
Alors (xy)nen converge si, et seulement si, lim, 1 oo Tpy1 — 2p = 0.

‘suorjedrjdde

10 so[dWoXy *9dULIdYpPR,P SINS[RA ‘90U0SISAUO0)) ‘sonbrwnu s9)Ing - €77



3) Suites de Cauchy
Définition 27. On dit que (u,) est de Cauchy lorsque :

Ve>0,INeN, Vn= N, VpeEN, |upyp —up| <e

Proposition 28. (i) Toute suite convergente est de Cauchy.

(i) Toute suite de Cauchy est bornée.
(iii) Toute sous-suite d’une suite de Cauchy est de Cauchy.

(iv) Toute suite de Cauchy ayant une valeur d’adhérence converge.
Théoréme 29. Toute suite numérique de Cauchy est convergente.
Exemple 30. Toute série numérique absolument convergente converge.

Exemple 31. La série harmonique diverge car elle n’est pas de Cauchy.

IT Exemples de suites particulieres

1) Suites arithmétiques et géométriques

Définition 32. On dit que (u,,) est arithmétique (resp. géométrique) de
raison a € K si 11 = up + a (resp. tup11 = auy,).

Proposition 33. Si (u,,) est arithmétique (resp. géométrique) de raison
a € K, alors u, = ug + na (resp. u, = a™ug).

Proposition 34. Une suite géométriqgue converge si, et seulement si,
la| < 1 et est bornée si, et seulement si, |a| < 1.

2) Suites homographiques
Définition 35. On dit que (u,) est homographique lorsqu’elle vérifie :

ar +b

VneN, uppr = h(uy) wrd

h(z) = ad —bc# 0

avec

Proposition 36. Soit (u,) une suite homographique. Soient a et 3 les
solutions de h(z) = v & cx? — (a — d)x — b= 0.

(i) Sia# B, la suite (zn:g) est géométrique de raison Z:gz

(i) St o= B, la suite (ﬁ) est arithmétique de raison 5.

Exemple 37. Siupy1 = —2— avec ug =1, up — 0.

1+uy,

3) Suites récurrentes d’ordre 1

Définition 38. Soit I C R un intervalle, et soit f : I — I continue. On
dit que (u,,) est définie par récurrence si ug € I et upt1 = f(un)-

Remarque 39. Il s’agit d’une généralisation des cas précédents.

Corollaire 40. Si une suite (uy,) est définie par récurrence converge vers
€1, alors £ est un point fize de f.

Exemple 41. La suite (u,) définie par ug = 1 et up11 = u2 —u, — 3 ne
peut converger que vers -1 ou 3.
Théoréme 42. Si (u,) est définie par récurrence, alors :

(i) Si f est croissante, la suite (uy,) est monotone et son sens de mo-
notonie est donné par le signe de uy — ug.

(ii) Si f est décroissante, alors fof est croissante, ainsi les suites (usay)
et (ugn41) sont monotones, et leur sens de monotonie est opposé.
Exemple 43. Pour ug € [fg, g] et Upt1 = sin(uy), u, — 0.

Exemple 44. Pour ug € [0,1] et u,11 = ﬁ, Uy — 1.

Théoréme 45 (Méthode de Newton). Soient a,b € R tels que a < b, et
soit f : [a,b] — R une fonction de classe C? telle que f(a) < 0 < f(b) et
' >0 sur [a,b]. On considére la suite (x,)nen définie par :

f'(x)

et VneN, zp11 = o(x,) =2, —

xo € [a,b]

La fonction f admet un unique zéro a €la,b|, et on a :
(i) Il existe € > O tel que, pour xo € I =|a—e,a+¢|, la suite (Tn)nen
converge quadratiquement vers «, et il existe C' > 0 tel que :

Vn e Na |In+1 - a| < C‘xn - Oé|2

(ii) Si de plus f"" > 0 sur [a, b], alors, pour x €], b], la suite (xy)nen
est strictement décroissante, et pour tout n € N on a :
f//(a)
2f'(a)

2 (xn _ 04)2

0<zpy1 —a<Clxy,—a) et zpy1—«
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III Comportement asymptotique

1) Comparaison asymptotique

On s’intéresse ici au cas des suites réelles.

Définition 46. Soient u = (u,) et v = (v,) deux suites réelles. On dit
qu’au voisinage de +oo :

(i) v domine u, noté u,, = O (v,), lorsque :
3C >0, dng €N, Vn = ng, |u,| < Clu,|
(ii) w est négligeable devant v, noté w, = o (v, ), lorsque :

Ve>0, dng €N, Vn = ng, |u,| < elvg]

(iii) w et v sont équivalentes, noté wu,, ~ v, si u, — v, = o (vy).

Exemple 47. n? +sinn =0 (n2) et n? 4 sinn ~ n2.

Proposition 48. On a les propriétés suivantes :
(i) o et O sont stables par somme.
(ii) o, O et ~ sont stables par produit et passage d une puissance.

Remarque 49. ~ n’est pas compatible avec l'addition : n+2 ~n+1 et
—n ~ —n, mais 2 #~ 1.

2) Moyenne de Cesaro

Définition 50. On appelle suite des moyennes de Cesaro la suite (vp,)nen
définie par v, = £ S L u

p n T n k=0 “k-
Proposition 51. La moyenne de Cesaro d’une suite convergente
converge vers la méme limite.

Définition 52. Si la moyenne de Cesaro d’une suite converge, on dit
qu’elle converge en moyenne de Cesaro.

n

Contre-exemple 53. La suite (—1)
mais ne converge pas.

converge en moyenne de Cesaro,

Application 54. Si (u,) converge vers £ # 0, et si u, # 0 pour n € N,
alors la suite (v,) définie par J- = Z:;é i converge vers .

Développements

— Connexité des valeurs d’adhérence d’une suite (25,26) | ]
— Méthode de Newton (45) | ]
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FIGURE 1 — Méthode de Newton
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